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Resumen 
En este trabajo tiene como objetivo el estudio de la Geometria p adica, en 
particular el establecimiento de resultados concernientes a triángulos ángulos y 
poligonos y una comparación entre el análisis real y el análisis p Mico pncipalmente la 
convergencia de sucesiones y senes 
A manera de introducción presentamos la completación de Q respecto a la 
norma inducida por la distancia p ádica y adicionalmente en un apenclice reseñamos el 
surgimiento de los numeros p ádicos a traves de los aportes de su precursor Kurt Hensel 
(1861 1941) e ilustramos algunas aplicaciones a la Fisica y a las propiedades 
termodinámicas de los vidrios de spin 
Summary 
In this work we study the p adic Geometry particularly the establishment of resulto 
relating to tnangles, angles ami polygons and we do a companson between the real 
analysis and the p adic analysis especially the convergence of successions and senes As 
an introduction, we present the completación of Q induced by the p adic distance and 
addmonally in an appendni we review the emergence of the p adic numbers the 
contributions of bis founder Kurt Hensel (1861 1941) and finally we illustrate some 
applications to the Physics and to the thermodynamic propernes of the glasses of spm 
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Capítulo I 
Al igual que en el analisis en IR (conjunto de los numeros reales) en este capitulo 
daremos algunas versiones propiedades y resultados que nos servirán de base para el 
desarrollo del presente trabajo Entre las más sobresalientes tenemos Congruencia y 
Ecuaciones modulares el Teorema Chino de los restos la defuncion de norma, el Teore 
ma de Ostrowski concepto de orden p Mico y las sucesiones de Cauchy 
Notaciones 
Rl 	 El conjunto de los numeros naturales 
El conjunto de los numeros enteros 
El conjunto de los numeros racionales 
IR 	 El conjunto de los numeros reales 
El conjunto de los numeros complejos 
nZ El conjunto de los multiplos de entero n 
m c d El máximo comun divisor 
4 es el conjunto de divisores de cero en Z n. 
74 es el conjunto de unidades o elementos identidades de 74 
11 Congruencia y Ecuaciones modulares 
Sea n el (considerando n > O) Definamos la relación bmana a por 
Definición ti Si x ye Z entonces xa- y my sólo si n / (x — y) y se lee 
n divide a (x — y) 
Esto se escnbe x a y(mod n) o simplemente x E y(n) 
Note que si n=0 xa y si y sólo si x = y este es el caso ao sólo representa la igual 
dad 
Proposición 1 1 La relación a es una relación de equivalencia en Z 
Demostración SeaxyzeZ 
• Es claro que e es reflexiva pues n (x-4= O 
Es sunetnca ya que si n (x —y) entonces x — y = kn para un k e Z luego 
escribiendo y — x =(— lc)n y asi n 	 — 
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Para la transilividad supongamos que n 	 - y) y n (y -4 entonces conse 
cuentemente x - z = - y)+(y- z) en la cual obtenemos que n fr-  z) 
Si n > O denotaremos la clase de eqwvalencia de x E Z por [xl o simplemente 
[4 esto si n se sobreentiende también es cornunmente usado la notawon x donde nes 
claro en el contexto De la definición, 
[x] ={ y E Z yex}= {y Z y=x+ len para todo k E Z 
y existen exactamente n de tales clases residuales a saber 
[01 [11 	 [n - 11 
De lo anterior podemos obtener otra representación con mayor requerimiento 
Definición 1 2 El conjunto de todas las clases residual de Z módulo n es 
= { 	 x -= O 1 	 n 
n = O se interpreta Z n es 21 
	
La funcion r 	 Z 	 Tia 	 ir(x) = [x] la es suryectiva y tambien satisface 
nn-1 ({0}) = {x e Z 	 n / n } = nZ 
Podemos definir la adición y la multiplicación por en Z„ por las fórmulas 
[4, + LYln = + >in 
[x]n x [3]n = [x y]i 
Canónicamente 771 es dotado de una estructura de anillo unitario conmutativo 
Observaciones 
El conjunto Ti, con la operación +y x es un atullo unitario conmutativo y la 
n 	 n 
	
funwon 	 Z -> 4, es un modismo de mullo unitario suryectivo y su nucleo 
por nn es 
kerirn = [0]„ = fx E Z n / x} 
Ahora consideremos la de estructura de anillo 4, donde 
z?, es el conjunto de divisores de cero en 4, y 
Z„ es el conjunto de unidades o elementos identidades de Z„ 
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1:1 Sea n >0 entonces 41 = Z in) U Zn 
O x E 7. 1„), si y solo si mcd(x n)> 1 
CI x E g si y solo si mcd(x n) = 1 
A continuación presentaremos algunos teoremas sin su demostracion, relevantes para 
el desarrollo de este trabajo 
Teorema 1 1 (Teorema Chino de los resto) 
Sea n i n 2 	 n k una sucesión de enteros pnmos relativos a, a, 
	 ak una suce 
sión de enteros que satisfacen mcd (u n) = 1 y b, 6 2 	 bi una sucesión de enteros 
Entonces el sistema lineal simultáneo de ecuaciones de congruencias 
aix E bi = alx E 1 (mod 6 2 ) 
n i 
a2x E b2 t. a2x -E 1 (mod 62) 
712 
anx E bn 	 a„x E 1 (mod bn) 
nn 
Tiene mfiruto numero de soluciones x e 7/ las cuales forma n mimas clases de congruen 
ClaS 	 [X] n1 ,'2 nk E Znin2 n3 nk 
Teorema 1.2 Sea n = p, p2 pd donde los pi son primos distintos con cada rk k 1 
Sea í(x) e Z [X] un polinomio con coeficientes enteros Entonces la ecuación 
f (x) E O 
n 
tiene una solución si y solo si todas las ecuaciones 
f (xi) E, 0 f(X2) y, O f(x) E0 	 (1 2) 
Pi 	 Pz 	 Pd 
tienen soluciones 
Más aun cada sucesion (1 2) de soluciones en Z Pk  k del antenor genera una mica solu 
ción x E Zn de f(x)e O que satisface x 9 xk Vk 
Pkk  
En la siguiente sección trabajaremos nociones para la introduccion de los numeros p-
ádicos 
( 1 1 ) 
3 
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1 2 La Norma p &hen y los numeros p átheos 
Sea R un mullo urutano con identidad 1 
Definición 1.3 Una función 
N R --0 R+ = {r E ilt r O) 
es llamada norma en R si cumple las siguientes condiciones 
31 N(x) = O si y solo si x = O 
32 N(xy) = N(x)N(y) Vx y E R 
3 3 N(x + y) 5 N(x)+ N(y) Vx y
€ 
R (desigualdad triangular) 
N es llamada semmorrna si (3 1 ) y (3 2 ) son remplanuiss por las siguientes condi= 
nes 
(3 1 1 ) N(0) = O 
(3 1 2 ) N(xy) 	 N(x)N(y) Vx y E R 
Una SLIM norma N es llamada no Arquunediana si (3 I ) es remplazada por 
(3 4 ) N(x + 	 max1N(x) N(y)} Vx y E R 
Si se cumple (3 3 ) pero no (3 4 ) decimos que la norma N es Arquunediana 
Considere el caso de R = Q, el mullo de numeros racionales 
Supongamos que p k 2 es un numero primo 
Definición 1 4 Si x O E Zp el orden p-adwo de x se denota ordp (x) y se define 
ordp(x) = max {r E N pr/x} k O 
Para a/6 E Q el orden p-adico de a I b se define como 
a 
ordx = —
b 
= ord p a — ord p b 
De esta forma 
ordp Q — (0) (I+ 
está bien definido pues 
ora — ord p b = ord p al — ord p b 
a 	 a
l 
— = — 
b 
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Proposición 1 2 
Si x y E Q- (0) ord p tiene las siguientes propiedades 
a ord p (xy)= ord px + ord py 
b ord p (x + y) minlordpx ord pyi con igualdad si ord px = ord p y 
Demostración 
Las demostración de la afirmaciones (a) es directa y la omitiremos solo nos concen 
tratemos en una prueba para (b) 
Sean x y numeros racionales distintos de cero escribimos 
a 
	
x=P -I) 	 Y=P 
donde ab c d E Zconpfabcdy rs EZ Sir =ssetieneque 
x+yrrp (wa +c7c ) 
(ad + bc)  
P bd 
el cual resulta ord p (x + y) r siempre que p 1 bd 
Supongamos que r 	 as' s > r Entonces 
x+y=p ( 67:+p 71c ) 
= 
(ad + p bc) 
 bd P 
Note que s- r > Oy pl bd entonces 
ord p (x + y)= r = nun tord px ord pyi 
Defiructón 13 Para x E Q la norma p ádica de x se define como 
-c' rd-Px SI X # O 
IXI = P 
	
O 	 SI X = O 
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Proposición 13 La función lxi i, Q --) GT' cumple con las siguientes propiedades 
a. Ixi p = O si y solo si x = O 
b Ixylp = lx1p lyl p 
c lx + ylp maxtlxip lylp1 con Igualdad si lxi p * Iyi p 
Demostración Las propiedades (a) y (b) son fáciles de demostrar Nos limitaremos a 
demostrar la propiedad (c) 
En efecto si x ó y son nulos o bien x + y = O en estos casos se cumple la propiedad (c) 
Supongamos que x y son no nulas yx +y*0 
Sea x=a/b y y = c/d de esto tenemos que 
x + y = (a/b + c/d) = (ad + bc) / bd 
y 	 ordp (x + y) = ordp (ad + bc)— ordp b — ordp d 
Ahora la mayor potencia de p que divide a la suma de dos numeros es al menos la mnu 
ma de la mayor potencia que divide al primero y la mayor potencia que divide al segun 
do Asi 
ordp(x + y) min(ord pad ordp bc)— ordpb— ordpd 
= min(ordpa+ ordpd ordp b + ordp c)— ordp b — ordpd 
= min(ordpa — ordpb ordpc — ordpd) 
= min(ordpx ordpy) 
Por lo tanto lx + yl p = p'aP(x÷Y) max (p -ordps p OrdpY) = max(i x i p ly Ip) 
lo cual quedamos probar 
Por lo tanto 1 1,, es una norma no arqiumediana sobre Q 
Muchos de los siguientes resultados son válidos para anillos normados nos obstantes nos 
limitamos al caso del anillo Q 
Definición 1 6 La distancia p ádica entre x y ER con respecto a Nes 
dN(x y) = lx — ylp E Ir 
la cual cumple la siguientes propiedades 
a dN (x y) = O si y sóio si x = y 
b dN (x y) = dN (y x) tex y e R 
e dN (x y)s-cipi (x z)+ dN (z y) si z e R donde z es un tercer elemento 
Sin embargo si N es no arqunnediana, entonces la propiedad (c) es reemplazada por 
6 
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d dN (x y) s .max idn(x z) cln(z y)} con igualdad si dN (x z) b/(z Y) 
El Teorema de Ostrowsla Toda norma no trivial fi 11 sobre Q es equivalente a 1 l p 
para algun primo p o a la norma usual 
Demostración 
Sean fi fi una norma sobre Q y A = {n E N /11n11 > 1) tenemos dos posibilkla 
des excluyete entre sí A * 0 o A = 0 
Caso 1 Por el teorema del primer elemento existe n o E A tal que no n para todo 
n E A Como fino ll > 1 existe un numero real a tal que bo li = 4  Dado n E N esen 
bimos el desarrollo de n en la base no 
n = ao + aino + aial, + -I- aial 
O a, < no as * O 
Entonces 
11 7/11 'S Ilaoll + Halita + Ilainóll + 	 + fias nii II 
= Ilaoll + Ilai Ilag + Ilai Ilnr + + IlaslInla 
Como a, 5_ n0 para t = 1 	 s resulta que lia,11 .  1 y por lo tanto como 
lid 5 1 + nj A- ni' + + rtga 
= nr(l  + nii + nj2a + ± nísa) 
Es claro que la serie antenor es fimta, no depende de n y la llamaremos C 
Entonces N .. Cna para todo n E N 
Tomamos un n arbitrario y IV suficientemente grande y remplazamos n por nN en la des 
igualdad antenor y nos resulta 
finfi "NrCeria 
7 
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y como 	 W = 1 de esto obtenemos que 
finfi na 	 Vn E N 
Por otro lado si consideramos una vez más el desarrollo de n E N en base n o 
tenemos que 
5+1 	 5 no > n no 
y 
	
¡Ir4'II = fin + nr — nfi finfi + 	 — nfi por lo tanto 
finfi ri(s")« — Oro' — ng)a 
o 	 no 
donde C es una constante que depende de n o y de a pero no depende de n 
Igual que antes de aplicar la desigualdad a n i" tomamos ralees N — ésunas y 
N --> oo y obtenemos 
na 
Hemos probado que finfi = na para todo nElly en consecuencia 
fixfi = Pcia para todo X E Q 
donde 1 es la norma usual en Q 
Esto demuestra que en el caso 1 fi fi es equivalente a I I 
Caso 2 Para A * 0 Supongamos que linil 1 Vn E N y sea p el menor entero posa' 
vo tal que fipli <1 Resulta que p es pnmo en caso centran° sip = ab con a b <p 
entonces Hall = lIbli = 1 y fipfi = Hall fibfi = 1 lo que es contradictorio 
Consideremos q primo distintos de 13 y probemos que ll3J = 1 
Supongamos que fiqfi <1 y tomemos N entero tal que fiqNfi = fiqfi < Dado que 
pm y qN son primos relativos podemos escribir la ecuación de Bezaut 
8 
Cap ítu lo I 
mp" + nq" = 1 
Entonces 
1 = 11111 5 11m1111pm11 + Iln11111011 
como 11m11 11n11 5 1 obtenemos 
5 upm + 171 < 11 = 
Esto es absurdo así flII < 1 
Sea ahora nEN y escnbamos 
	
k k2 	 kn n = pm  p2 pn 	 con p i * p rzt O 
Entonces ordp (n) = m y 
	
unu = IIIl m IIP111 kl 	 11Pnli kn = IIPII m = IIPII c"-dP(m)  
Si tomamos r = 11p11 se tiene que 1 	 = rordp(n) 1n11 	 para todo n E N 
Por la propiedad multiplicativa, la igualdad antenor se extiende fácilmente a cualquier 
racional no nulo x 
1141 = r0741' (x) VX E Q — (0) 
Se obtiene así que 11 11 es equivalente a 1 1 i, Con lo cual hemos probado el Teorema de 
Ostrowsla 
Definición 1 7 La sucesión (an) tiende al limite a e R con respecto a N si 
Ve> 03M eN tal que n > M la — aft l p = dN (a a„ ) < e 
Esto es 
Lim(N)„. = a 
Definición 1 8 La sucesión (an) es una sucesión de Cauchy con respecto a N si 
Ve> O 3 M N tal que mm>  M 	 — an l p = dN (am an ) < e 
Consideremos el caso donde R = Q los numeros racionales con la norma p adica 1 lp 
9 
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Ejemplo 1 1 Tomemos la sucesion cuyo n ésuno témuno es 
	
an= 1 + p ± p2 4_ 	 4. pn-1 
Entonces se tiene que 
1 an+k _ an 1 p = ipn ± pn+1 ± pn+k— 1 i p 
= ipn(l + pn + ± pk-1)i p 
1 
= — pn 
Para cada e> O se puede seleccionar un M por el cual pm k 1 de este modo si 
E 
n > M se uene que lan+k - an l p < —plm S_ e 
El resultado antenor muestra que la sucesión (an) es de Cauchy 
i De hecho esta sucesión tiene un limite con respecto a 1 I n Tomando a = 1-p) E Q 
	
 
1 	 P 	 1 tenemos que an = = de este modo lan - (1-p)  —I = 1—(p-1)71 l = — p-1 	 p 	 p Pn 
1 
—
I < E Siempre que n > M (1-19) P 
(N) A partir de ahora vamos a escnbir (mill o en vez de lun,,,, Asi en el ultimo 
ejemplo tenemos 
1tre2,02(1 + P + + p n-1) = 1 
-(1- ) 
Consideremos nuevamente la norma general N sobre el anillo R 
Defunción 1 9 Una sucesión es llamada sucesion nula si Ittr4N2co a, = O 
es fácil ver esta equivalencia en los numeres reales con la norma usual 1 1 
hm Ion ' = O 
n-no 
Ejemplo 1 2 En el anillo Q junto con la norma p áclica 1 lp consideremos la 
mon (p") Entonces 
1 
cuando n —» co pn 
(P) n de modo que itmn_,cop = O por lo tanto esta sucesión es nula respecto a la norma 
p ádica. 
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Notemos que la misma sucesión en Q respecto a la norma usual diverge 
Ejemplo 13 Usemos la norma del ejemplo 4 2 para calcular el lun n....(1 + p)Pn — 1 
para n = 1 
i iiiN 	 1 
1(1 + P)P — lip = lyp + + (p —P  1)pP-1 + pPI = -7 p 
P 
Ya que para 1 5 k 5 p — 1 
ordp (P) = 1 k 
Para n cualquiera procedemos por inducción matemática y demostramos que 
1 
I(1+ p) — 1.1 p = p-n+1 
Por lo tanto 
hm (1 + p)Pn — 1 = O 
n-no 
Ejemplo 1 4 Sea R = Q N = 1 1 la norma usual Considere la sucesión (a n) cuyos 
n-ésimo termino es el desarrollo hasta el n ésimo decimal de ii asi 
al = 14 a2 = 141 a3 = 1 414 etc Es bien sabido que ii no es un numero ramo 
nal pero (an) es una sucesión de Cauchy en Q,respecto a la norma usual 
El ultimo ejemplo muestra que un anillo normado pueden tener hoyos en el sentido 
de que los limites de las sucesiones de Cauchy no necesariamente existen en el anillo 
Los numeros reales pueden ser concebidos o visto como los nurneros racionales agregán 
doles todos los puntos limites perdidos 
Muchos de los resultados que enunciamos a contumacion son validos para anillos dotados 
de un norma no arquunechana, no obstante trataremos exclusivamente el caso de el anillo 
de numeros racionales Q provisto de la norma p-achca 1 l p 
Sea Q un anillo con normal Ip definimos los siguientes conjuntos 
CS ((l 1 1p) es el conjunto de las sucesiones de Cauchy en Q con respecto a 1 1p y 
Null(Q,1 1 p ) el conjunto de las sucesiones que convergen a cero en Qcon respecto a 
1 l p Note que NU11(/ 1 Ip) G CS(Q,1 Ip) podemos sumar y multiplicar los 
elementos CS (R N) usando las fórmulas (an) + (bu) = (an + bn) 
	 (an)(bn) = 
(ab) 
11 
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Los elementos Ocs = (0) 1cs = (1Q) junto con las operaciones concernientes a 
CS (Q, 1 1p) es un anillo con neutro Ocs y unidad l cs además el sub-conjunto 
Null(Q, 1 Ir,)  es un ideal bilateral de CS (Q, 1 1„) pues su si (a„) E CS (Q, 1 1p) y 
(be) E Nul/(Q, 1 1„) entonces la sucesión de (a„)(be) (be)(ae) E Nu/l(11 l p) lo 
que puedes ser vista calculando el ltn472„, ab„ y htte2 ce bea„ 
Podemos definir el anillo cociente CS (111 I p)/ Null(02, 1 1„) llamado la comple 
tacion de Q respecto a 1 lp y denotado Qp 
Escnbunos {cin} para la clase de sucesiones de Cauchy (a„) El cero y la unidad 
son de hecho (O R} y (1 R} respectivamente 
La norma N puede ser extendida a Qp COMO lo expresa el siguiente resultado 
Teorema 1.3 El anillo Q„ tiene operaciones de (+) y (x) dado por 
Can} + {b„} = (an + bra y fan} x (bid = (an x b„} que son conmutativa s Además 
existe una mea norma 1 l p sobre Q„ que satisface 1(a)1„ = lal p para una sucesión 
constante de Cauchy (a„) = (a) con a E Q esta norma está definida por 
1(c„}l„ = lim„_, 03 1c„1 como un límite en Ilt Finalmente 1 1 32 es no arcpumechana 
Lema 11 Consideremos Q dotado de 1 1„ Suponga que (a„) es una sucesión de 
Cauchy y bEQ tiene la propiedad que b * len4P,Lan Luego hay un M tal que para 
todo m n > M 
iam — bip = tan — bip 
Definición 1 9 El disco unidad alrededor de O E Qp es el conjunto de los enteros 
p arhcos Ti, = ta E Q„ ¡ab, 5 11 
Proposición 1 6 El conjunto de los enteros p ádicos Zi p es un sub-anillo de Qp 
Teorema 1.3 Todo elemento de Zp es limite de una sucesión de enteros no negativa. 
Teorema 1 4 Toda sucesión de Cauchy en Q de términos enteros tiene un limite en ; 
Demostración 
Sea a /3 E /y entonces la + /31 p 5 max{Ial p Ifilp} 5. 1 y asi a + 13 E 7.7, en 
forma similar O E Zp por la definición 13 y sección (3 2) Así ; es un sub-anillo de 
Qp 
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De la definición de Qp tenemos que si a E Zn entonces a = Can} con an E 01 y la 
sucesión (a„} de Cauchy Por el lema 1 1 sabemos que para algun M si n > M enton 
ces lan I n = c para alguna constante c E Q Pero entonces tenemos ki n y así c 5 1 Sin 
pérdida de generalidad podemos asumir que la n I n 5 1 para todo n Ahora escribimos 
rn 
con rn Sn E Zn rn S„ * O Entonces podemos suponer que Sn Zp O pues 
sn 
ord rn — ord Sn O Esto significa que para cada m podemos resolver la ecuación 
Snx El en Z así sea Unm E Z tal que Sn Unm E 1 
Podemos además suponer que 1 5 Umn 5 pm — 1 añadiendo multiplos de pm si es 
necesario Mí para cada m tenemos ISn Unni — lip 5 —pl. Entonces para cada m 
I ll — Tn Un I — Irn(1—SnUmn)1  c± m 	 I Sn 	 P 	 sn 	 I 	 pm P 
Ahora para cada m existe kn tal que la — akn j p 5. 1p Por tanto 
la — akm Ukm (n + 1)1 p = 1(a — akn) + (akm — nen: 111% (n + 1))I 
5 max (la — a km j p ja km — rk.14.(m + 1)1 p) 
Asi 
O 
Lo que demuestra que a es Imutz de una sucesión de enteros no negativos como se 
afirmo 
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1.3 Desarrollo de una expansión p ad:ea 
Ahora describiremos los elementos de Qp explícitamente usando la expansión p adica 
Comenzaremos con los elementos de Z p Supongamos que a E Zp por la 
Proposicion 1 6 sabemos que existe un entero (20 que satisface la condición 
lap_alp < 1 O 5 ao 5 (p — 1) 
i Además la — ao l p 5 — y así el numeros p ádico (a — ad)/p está en Zp Repitiendo el 
P 
ultuno paso obtenemos un entero al que satisface 
la — (an + aip)i p < —1 	 O 5_ ai 5 (p — 1) 
P 
Por interacción, hallamos una sucesión de enteros an tal que 
la — (ao + aip + + anpn)i < —1 O 5 an p — 1 P pn 
La sucesión (fin) para el cual 
fin = ao + criP + + anPn 
es de Cauchy con respecto a 1 I, Además este limite es a pues 
1 
17" 
así obtenemos una expansión a = al) + aip + a2p2 + con posiblemente infinitas 
potencias de p Esto es la expansión p ádica estándar de a E Zip y los an son conocidos 
como los dignos p ádicos estándar de a Existe una diferencia sutil con respecto a la 
expansión decimal de un numero real y es la unicidad Para ver esto supongamos que 
a = ap + aip + (4132 + 
es una segunda expansión con la propiedad de la primera y supongamos que no todos los 
dígitos p Micos son iguales Sea d el pnmer entero para la cual ad * ad Podemos 
asumir sin pérdida de generalidad que ad 5 ad y asi 1 5 ad — a4 (p — 1) 
SI fin = an + aip + + anpn entonces fi'd 
 _
fi = (ad — ad )pd así 
1 
ikt — lla ip P 
Note que 
Vid — fici ip = Klla — a) + (a — /3d)lp 
14 
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1 
5 maxilfld 
 – alp la – ficelp} < —pd 
Lo cual claramente contradice la ultima igualdad Esto muestra la unicidad del desarrollo 
p Mico 
Ahora sea a E Qp un numero p ádico Si ¡al?, 5 1 ya hemos visto como 
encontrar su expansion p áchca. lal p > 1 supongamos que lai p = pk k> O 
Considere /3 = p k a entonces Ifilp = 1 con expansión p alca 
fi = Po + PIP 1- /32P2 + 
entonces 
P o s Pi s , Pk-, _i_ o , o 
a = — -,-- -.- -1- — -I- F' k -r FP k +1 P ± +13k-ITP r  k 	 k-1 	 con P P 
	
P 
05.fin 5p— 1 Vn 
Con esto se ha establecido el siguiente resultado importante 
Teorema 1 4 Todo numero p ádico a E lb tiene una untes expansion p ádica de la 
forma a = cr_rp-r + ai-rpl-r + a2-rp2-r + + a_ip-1 + ao + aip + a2p2 + 
con an E Z y O 5 an 5 p — 1 Además a E Zip si y solo si a, = O para todo r > O 
Para ilustrar este hecho presentamos el siguiente ejemplo 
Ejemplo 1 4 
(a) Hallar el desarrollo 5 ádwa de —O 25 
1 	 1 
—O 25 = __ = __ = so + 51 + 52 + 53 + 54 + 
4 1 — 5 
lo cual muestra claramente el desarrollo de una sene geométrica de la forma 
Z arn-1 — 3---. --a r 
n=0 
1 la cual converge si Ir! <1 por lo tanto 151 1, = -s < 1 (a) converge y su expansión 
5 ádica de a = —025 es a = so + 51. + 52 + 53 + 54 + 
(b) Hallar el desarrollo 2 adwo de 1 3 
En efecto construyamos una sucesión ja,} de Cauchy que represente al racional -23 
15 
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Para formar esta sucesión usaremos el algontmo de la expansión p ádica presentada 
antenormente 
l a, — 521 2 < 71 y 1 = 3(1) + 2 1 (-1) 
al = 2(1)(mod 2) E 0(mod 2) 
tomamos a l = O 
	
i a2 — 11 2 < 711 
	 y 1 = 3(-1) + 2 2 (1) 
a2 = 2(- 1)(mod 4) = — 2(mod 4) E 2(mod 4) 
tomamos a2 = 2 
	
la3 — 52 I 2 < 51 	 y 1 = 3(3) + 23 (-1) 
a3 = 2(3)(mod 8) = 6(mod 8) 
tomamos a3 = 6 
	
1 a4 _521 2 < 116 	 y 1 = 3E9 + 24(1) 
a4 = 2(-5)(mod 16) = — 10(mod 16) E 6(mod16) 
tomamos a4 = 6 
	
l as —5 <212 312 
	 y 1= 3(11) + 2 s (-1) 
as = 2(11)(mod 32) = 22(mod 32) 
tomamos as = 22 
	
I 6 31 2 64 
	 y 1 = 3(-21) + 26 (1) 
as = 2(-21)(mod 64) = —42(mod 64) E 22(mod 64) 
tomamos as =22 
y así sucesivamente para completar los términos de la suma parciales con base 2 
esto es 
al = 0 2° 
a2 = O 2° + 1 21 
a3 = O 2° + 1 21 + 1 22 
a4 = 0 2° + 1 21 + 1 22+0  23 
16 
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as = 0 2° + 1 2 1 +1 22 +0 23 + 1 24 
a6 = 0 2° +1 21+1  22 +0 23 + 1 24 +0 25 
a, = 0 2° + 1 21 +1 22 +0 2 3 + 1 r + 0 25 +1 26 
an = O 2° + 1 21 +1 22 +0 23 + 1 24 +  0 2 5 + 1 26 + + 
00 
2  
-3 = 2 + E ak 2k+1 con ak =f 
1 st k es impar 
 0 si k es par 
k=1 
Podemos hacer aritmética en Q p de forma similar a la que hacemos en R con expansio 
nes decimales Asi en Q 3 podemos realizar la operacion de suma presentada en el si 
gwente ejemplo 
Ejemplo 1 5 Hallar el desarrollo 5 ádico de - -14 + -511 
Como ya sabemos -1 = (1 5 0 +1 51 +1 52 +1 s+ 1 54 + ) y es fáml 
verificar que 
i 
- = 4 5-1 + 4 5° + 3 51 + 4 52+3  9 + 4 54 + 3 55 + Notemos que 
si 
este tiene un periodo formados por los dígitos p ádicos 4 y3 lo cual podemos presentar 
i 
en forma abreviada -SI = 4 5-1 +4 5°+3 51 
De esta forma la suma es 
1 	
5 -1 + 1 5°+1 51+1   52 + 1 53 +1 54 +1 55 
1 
—.4 Sf 5 -1 +4 5° +3 51 +4 52 +3 53 +4 54 +3 55 + 
—n=4 5 -1 +0 50 +0 51 +1 52 +0 53 +1 54 +0 55 + 120 
Cuyo resultado podemos escribir - —12290 = 4 5-1 + O 50 +0 51 +1 52+0 53 
Además de estas operaciones podemos preguntarnos sobre el opuesto de un numero 
a E Qp en su expansion p ádica, es decir si E,T__ k bnpn es el desarrollo p ádico de 
a E Qp entonces E = -.k cnpn  es el desarrollo de -a donde c_k = p — b-n Y 
cn = (p - 1) - bn para n > -k 
17 
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Ejemplo 1 6 Hallar el desarrollo 5 ádico de 1 
Usaremos el resultado del ejemplo 1 4 (a) para encontrar dicha representacion 
1 
—4 = (5 — 1) 
50+ 
 [(5 — 1) — 1] 
1 
4 
5 1 
+ 3 —=4 
 
5°+3 51 
+ [(5 — 1) —] 
52+3 
 9+ 
52 + [(5 — 1) 
=4+V5 5
— 1] 9 +
1 Esto puede comprobarse claramente para 4- 
1 
4 
1 
— 4 	
50 +1 5 1 +1 
—=4 
 
5°+3 51 +3 
i 
- -
4 
con su desarrollo p ádico
52 +3 5+3 5+3 55 +  
52+1 53 + 1 54 + 1 s+ 
0=0 50 +0 51 +0 52 +0 53 +0 54 +0 55 + 
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1 1 
2 Análisis p ácheo Básico 
En este capitulo investigaremos el análisis p-ádicos elemental tncluyendo concep-
tos tales como convergencia, sucesiones y series y otros tópicos familiares conocidos 
en el analisis real pero ahora en el contexto de los numeros p ádicos con la norma p 
alca 1 1, 
Sea a = (an) E Qp del capítulo antenor sabemos que 
tal = 	 0, 1 
P dPai" 
lo cual es una potencia entera de p Así para t E Z una desigualdad de la forma 
1 
lalp < pt 
es equivalente a 
1 
lalp p +1 
Sea (an) una sucesión en Qp 
Proposición 2 1 (an) es una sucesión de Cauchy en Qp sí y solo sí (an+1 — an) es una 
sucesión nula. 
Demostración 
Dado e > O 3no E N tal que tan — ana l p <e si n m > no tomemos 
n > no entonces n + 1 > lan+1 anip < e 
Dado e > 03110 E N tal que jan — am l p <e si n m > no tomemos 
n > no 
ian+m — amip = ian+m — an+m-1 + + am+1 — 
5- Inax(ian+m — an+m-tip 
	
iam+i am ip) < 
entonces (an) es una sucesión de Cauchy en Qp 
Vamos a considerar la sene en Q p supongamos que (an) es una sucesión en Qp 
Para cada n consideramos la n-estma suma parcial de la sene E an 
Sn = 	 a2 + +a 
Definición 2 1 Si la sucesión (Sn) en Qp tiene un límite 
= ilM (P) Sn 
n-oco 
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decimos que E an converge al lurute S y escribimos 
CO 
= S 
n=1 
S es llamada la suma de la E an Si la serie no tiene límite decimos que diverge 
Ejemplo 2 1 Tomando an = npn tenemos 
Syn = 	 ttpn 
n=1 
Y 
Sn+i STI = (n + 1)p" 1 
Esta tiene norma 
j(n + 1)pn+1 i p = In + _1 ir) pu+ 
lo cual claramente tiende a O si ti -n +co en IR Por la proposición antenor (2 1) (S n) 
es de Cauchy y así tiene un límite en Qp 
En análisis real existen senes que convergen, pero que no converge absolutarnen 
E'=1 te Por ejemplo la sene En 1 (-I)— converge a - In 2 pero la serie armonica rn3-11  diver 
ge 
Nuestro siguiente resultado muestra que esto no puede pasar en Qp 
Proposición 2 2 La E'=1 a7' E Qp converge si y solo si (an) es nula. 
Demostración Si la Er i an converge entonces por la proposición (2 1) la sucesión de 
sumas parciales es una sucesión de Cauchy pues 
5n+1 Sn = an 
es una sucesión nula. Recíprocamente (a n) es nula, entonces por (2 1) la (Sn) es de 
Cauchy y por lo tanto converge 
Asi para venficar si la serie en Qp es suficiente investigar 
lim(n) an = O 
71-->C0 
Esto significa que la convergencia de la sene en Qp es más fácil de manejar que la 
convergencia en los reales o los complejos 
Ejemplo 22 La serie E'=1 p7' converge en Qp pues en R, 
20 
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IPn ip = p,,1 --) O 
En efecto 
co 	 m 
Y pn = lim(P) I pn 	 1„ 
n.o, 	 (l — p) 
n=1 	 n=0 
Ejemplo 2.3 La serie Encti —1 diverge en Qp pues si tomamos la subsucesión 
n 
1 
Pn = np +1 
de la sucesión (—i 
n
) tenemos illnip = 1 para todo n 
Como un tipo particular de serie podemos considerar la sene de potencias en una 
variable x 
Sea x E Qp y (an) una sucesión Entonces tenemos la serie Elt i anxn como en 
el 
análisis real podemos avenguar qué valores de x la serie converge o diverge 
Ejemplo 24 Tomemos an = 1 Vn Entonces 
= E= O S1 14 < 1 lim(P) Xn 
n-wa 	
.' 1 de lo contrario 
Así la serie converge si y solo si Pci p < 1 de hecho en R la serie Encti xn converge si 
lx1 < 1 diverge si lxj >1 diverge al mfuuto si x = 1 y oscila entre O y — 1 si x = —1 
Ejemplo 2.5 Para la sene Eri_l nxn tenemos 
Inxnl p = ini n ixni n 5 lx1 
la cual tiende a cero en a si 1 'p<1 así la sene converge sí ixl p <1 
Al igual que en el análisis real podemos definir el radio de convergencia para 
una serie de potencia para Qp 
Por razones tecrucas procederemos con cuidado para obtener una definición adecuada 
Para esto recordar del análisis real la idea de límite superior de una sucesión de numeros 
reales 
Definición 22 Un numero real L es el límite superior de una sucesión an si satisface las 
siguientes condiciones 
L S 1) 	 Vei > O el E R 
21 
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3 Mi E N tal que n > M1 e + el > an 
L S 2) 	 VE2 > O E2 E IR y un numero natural M2 
3m > M2 tal que am > 1 — E2 
Escribimos 
e = hm sup an 
n 
si tal numero real existe Si no existe tal numeraf escribimos 
hm sup an = co 
n 
Es un hecho conocido que si la sucesión an converge entonces el limite superior de (a n) 
existe y 
hm sup an = hm an 
n u-no 
En la práctica esto da un método un' en muchos casos 
Ahora consideremos la sene de potencias ril i an xn donde an E Qp Entonces 
podemos definir el radio de convergencia de E,7_, a n xn por la fórmula 
1 
r 	  
hm suplan I plin 
Proposición 2.3 La serie n13_1 anxn converge si lx1 p <r y diverge si lxip > r don 
de r es el radio de convergencia Si para algun x o con lxi p = r la serie E anxn converge 
(o diverge) para todo x E Qp con ixlp = r 
Demostración 
En esta prueba usaremos la proposicion 2 2 Primero note que si lx1 p <r 
entonces 
icenxiti p = lan i p kir, -) o 
cuando n —) 00 Simultáneamente si Ix o l p > r entonces 
ianxnip = Ian ip kir, 49 o 
cuando n ---> CO Finalmente si existe un tal x o entonces 
lanxnlp = lanlp 141,2 —0 o 
cuando n —) co y así para todo x con lxl p = r tenemos 
lanxnip = ianxgip -1 o 
Lema 2 1 
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Para todo pnmo p lim (P) ni = O 
n-Tco 
Demostración 
Observemos primeramente que ordp (pi) = 1 + p + p2 + + pn-1 
Para demostrar que 
fint (P) ni = O 
n-Ico 
demostremos que 
hm Inil„ = O 
	
n-no 	 r 
DM ipl es una sucesión de numeros reales decreciente 
En efecto 
1(n + 1) 1 1 1, = 1(n + 1)nil p 5 In + llp 1nilp 5 Inil p 
ademas acotada infenormente por cero luego (In%) converge luego la subsucesión 
tl(pn) 1 1 7,} converge y 1(pn)il = 	 1 --> O es decir lim p,„(pn) 1 = O P 	 1+,22 +123 + +pn-1 n-no 
entonces (lnlI p) converge a cero esto es lim (P) ni = O 
11-.03 
Para ilustrar algunas propiedades mostrada anteriormente presentamos algunos 
ejemplos 
Ejemplo 26 Hallar en Q3 Inn,+0, 2" 
por la función de Euler 
0 (311+1) 5 2 3n 
29(31) E 1(mod 3' ) 
22 
371 
 E 1(mod 371+1) 
(2371 ) 2 — 1 E 0(mod 371+1) 
(23n + 1)(2 3n — 1) E 0(mod 3n+1 ) 
luego el m c d(3" 2" — 1) = 1 en efecto 
	
2k E 1(mod 3) 	 si k es par 
	
2k E 2(mod 3) 
	
si k es Impar 
luego 
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23" + 1 s 0 (mod 3 71+ 1) 
además 12 3n + 11= in 371+11 p 5. 13n+lip 1) 	 ' 
de esto resulta que 
1 1 23n + 11 3 	 1 371+1 13 = 371-1 
finalmente 
1 
371+1 —) O cuando n —+ w 
entonces 
IIM 2 " + 1 = O en Q 72--.0. 
es decir 
hm 23" = —1 en Q3 
n-no 
Ejemplo 2 7 Hallar en Qv 
	
(a) Encti n n 1 	 (b)Enct i n2 (n + 1) 1 
Solucion 
(a) Enct i n n 1 
Para la sucesión de sumas parciales 
52 
53 = 1 
51 
= 1 
1 1 
= 1 
1 1 
+ 2 
1 1 = 1 
+ 2 2 1 
2'+3 
= 5 
3'= 23 
54 = 1 1 1 +2 2 1 +3 3 1 +4 4'=119 
S=1 1 1 +2 
con este resultado observamos que 
Si + 1 = 1 
52 + 1 = 1 1 1  
53 + 1 = 1 1 1 +2 
54 + 1 = 1 1 1 + 2 2 1 + 
2 1 +3 3 1 +4 41 + 	 + 
1 1 + 1 = 1 + 1 = 2 = 2 1 
+2 2 1 + 1 = 5 + 1 = 6 = 3 1 
2'+ 3 3 1 + 1 = 23 + 1 = 24 
3 3'+4 4 1 + 1 = 119 + 1 = 
= 4 1 
120 = 5 1 
24 
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por induccion se demuestra facilmente que 
sn + 1 = n 1 
luego 
hm (Sn + 1) = hm = O 
n-tw n-no 
entonces 
hm (Sn + 1) = O 	 IIM (Sn) = — 1 
n-no 	 n-no 
esto es 
n n1 = hm (Sn) = —1 
n-no 
n=1 
lo cual demuestra que 
(b) Er,)=. 1 n2 (n + 1) 1 
Solución 
En forma análoga, tomamos la sucesión de sumas parciales 
51=1 2 1 = 2 
S2 = 1 27+2 2  3 1 = 26 
53 = 1 2 1 + 22 3 1 + 32 4'= 242 
54 = 1 21 + 22 31 + 32 4 7 +42 51 = 2 162 
55 = 1 2 1 + 22 31+32  4 1 + 42 5 1 + 52 6 1 = 20 162 
y asi sucesivamente 
Considerando la diferencias sucesivas de las sumas parciales 
51 — 2 = 1 2 1 — 2 = 2 — 2 = 0 
52 — 2 = 1 2 1 + 22 3 1 = 26 — 2 = 24 = 1 4 1 
53- 2 = 1 2 1 + 22 	 + 32 4 1 — 2 = 242 — 2 = 240 = 2 5 1 
54 — 2 = 1 2 1 + 22 3 1 + 3 2 41 +42  5 1 — 2 = 2162 — 2 = 2160 = 3 6 1 
S5 — 2 = 1 21 + 22 3 1 + 32 41 + 42 s i 4. 52 - 1 _ o 2 = 20 162 — 2 = 20160 = 4 7 1 
lo cual se demuestra fácilmente por inducción matemática que la n-ésuna suma parcial es 
25 
Sn — 2 = (n — 1)(n + 2) 1 
sn — 2 = (n — 1)(n + 2)(n + 1)ni 
entonces 
co 
Zn 2 (n + 1) 1 = hm (Sn — 2) = hm (n — 1)(n + 2)(n + 1)7t 1 = O 
n=1 	 n-no 
n=1 
finalmente se obtiene 
co 
Z n2 (n + 1) 1 = hm (Sn — 2) = O 	 hm (Sn ) = 2 
n-no 	 n-no 
n=1 
03 
Z n2 (71+ n i = 2 
n=1 
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3 Geometría p adula 
Tnángulos y Ángulos en Qp 
A menudo concebimos a R como una línea recta En Qp las cosas no son tan 
simples. Iniciamos con algunas definiciones siguiendo la geometría Euclidiana, tanto 
como nos sea posible 
Definición 3 1 
(1) Un punto es un elemento de Qp 
(2) Un triángulo es un conjunto {a b e} de elemento distintos de Q p Denotado 
con el símbolo Aabc 
(3) La longitud de los lados de un triángulo están dadas por 
d(a b) = la — bi p d(a c)= la — cl p y d(b c)=jb— cI  
Notemos que nuestra definición de triángulo aparenta diferencia de la definición 
euclidiana, pues la nuestra permite que tres puntos coloniales formen un triángulo Sin 
embargo veremos que nunca podemos tener tres puntos colineales en la geometría 
p Mica. 
Una característica bien conocida del valor absoluto p-ádico es más desacertada 
cuando se formula en término del triángulos 
Teorema 3 1 Usando la distancia palies todos los triángulos son Isósceles 
Demostración Sea Aabc un triángulo con longitudes 
p -ord - p -ord (a- ts) y p -ord (b- c) si dos de tales valores son iguales estamos hecho 
Sin perder generalidades supongamos que ord(a — b) * ord(b — c) Por la 
proposición I 2 
ord(a — c) = minford(a — b) ord(b — c)} 
Asa al menos dos de los lados deben ser de igual longitud 
Teorema 3.2 Sea un triángulo no equilátero el lado desigual tiene menor longitud. 
Demostración sea Aabc un triángulo con 
ord(a — b)= ord(b — c) y ord(b — c) * ord(a — c) 
Entonces 
ord(a — c)= ord((a — b)— (c — b)) min{ord(a b) ord(b — c)} 
y como 
ord(a — c) * ord(a — b) = ord(b — c) 
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tenemos que ord(a— c)> ord(a— b) 
En la geometría euclidiana con la distancia usual la cual denotamos 1 
tres puntos son colineales sí y sólo si 
la — cl = la — bl + lb — cl 
Suponiendo que 
la — cl > la — bl y la — cl > lb — cl 
Si usamos la distancia p ádica sobre Qp vemos que la colunalidad no es posible para 
más de dos puntos 
Corolano 3 1 Dado tres puntos distintos 
abeEQp la—cip < la — bl p + lb — clp 
En otras palabras ninguna terna de puntos de Q I, son colineales 
La prueba se obtiene fácilmente del teorema 3 2 
El corolario antenor 3 I es la que tenemos en mente cuando definimos que a 
menudo concebimos a III como una recta y que en Qp no todo es tan simple 
Hemos visto que todos triángulos en Qp son isósceles Triángulos equiláteros 
usualmente son más fáciles de construir por ejemplo si p = 5 el triángulo {10 15 20) 
es equilátero En general para p k 3 los puntos 2p 3p y 4p forman un triángulo 
equilátero pues 
d(2p 3p) = lp(3 — 2)1 39 = p -1 
d(3p 4p) = lp(4 — 3)1 p = 
y 	 d(2p 4p) = lp(4 — 2)1 1, = 
En Q no obstante, no existen triángulos equiláteros Prueba que daremos como 
corolario del siguiente teorema 
Teorema 33 Dado un pnmo p cualquier subconjunto de Q p tiene a lo más p puntos 
equidistantes 
Demostración Supongamos lo antenor esto es que existe p + 1 puntos distintos 
equidistantes, a l a2 	 ap+1 con a, = Ect ii atkpk ad,* O Como los a, son todos 
equidistantes, existe m E Z tal que ord(a, — ai) = ni para todo L j y auc = aik para 
todo k <m 
As: 
a, — tif = 	 (allí — aik )pk 
k=m 
28 
= (pm a (k + m)pk) — (pm 
1:1 a
j (k + m)pk) 
pm a 
k=0 	 k= 
— a I 
pm(a — a i ) 
donde a 1 = EP° a, (k + m)pk a 1 = Err.o aj (k + m)pk 
Así ord(ai — ai ) = m + ord(a a j ) = m+ O ni E Z pues supongamos que 
ord(a a j) = m para los p + 1 puntos y así orcla — a j ) = O Sin embargo 
como 
O 5 a to 5 p — 1 para todo t y como se trata de p + 1 puntos existe t j distintos tal 
que a o = a 30 
Así ord(a — a j) > O para algun t y j 
Corolario 3 2 Tnángulos equiláteros no existen bajo la métrica 2-ádica 
Sobre el tema de la existencia, probaremos que no existen triángulos rectángulos en 
Qp 
Diremos que un triángulo rectangulo en Qp es un triángulo cuyas longitudes 
satisfacen el teorema de Pitágoras 
Teorema 34 Para cualquier a b cE Qp tenemos, la —cl * la— 	 +lb— cl  
en otra palabras no existe triángulos rectángulos en Qp 
Supongamos que Aabc es rectángulo con el lado mayor ab Entonces lb — clp = 
cl,, tenemos que 
la — 	 lb — cI + la — cl 2 = 216 — cl 2 
Así 
(p-Ord(0-b)) 2 = 2(p-Ord(b-00 2 
1 pu d(a-b) 
2 	 p2 d(I) ) 
1
= 
 2ord(a-b)-2ord(b-c) 
-  
2 	 • 
1 2ortel 
- = p 	 b-c 	 ( 1 ) 2 
Entonces (i) implica que p = 2 y ord (inb_bc) = -2 pero ord por definición es 
entero por lo tanto esto no puede ocurrir 
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3 1 Ángulos en Qp 
Mantenemos la intención de crear analogía con la geometría euclidiana definimos 
ángulos usando la ley del coseno como es el caso euclidiano 
Definición 3 2 Dado puntos distintos a b C en Qp defirumos el ángulo O entre los 
lados TEC y bc por 
O = cor l 
(la — 	 lb — 	 — la — b1 2 ) 
216 — cl p la — cI P 
Si no tenemos triángulo rectángulo en Qp probablemente no tenemos ángulos recto 
Hay dos probabilidades para O dependiendo de si 
[I] la — blp = lb — clp 
[2] la — cl p = lb — cl p 
En el pnmer caso supongamos que la — bl p = lb — cl p (figura 1) 
Figura I 
Tenemos entonces 
cos O =  21b-cipia-clp 
lb-Cip 
- 2d(a,C) 
p d( -) 
- 2p d(b- ) 
1
- n
ord(a-d-ord(b-c) 
— 2 r 
Por el teorema 3 2 ord(a — c) S ord(b — c) asi O < cos 	 i 50 < i y 
1 	 fr 
cos 0 = — p- 
2 
con k = ord(a — c) — ord(b — c) 
En el segundo caso supongamos la — cl p = lb — cl,, (figura 2) 
Á .  
Figura 2 
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Entonces 
cos e — 
--la-b1+2Ib-c1; 
2 24:/lb-ci p 
= __1. (la-bil2 4. 1 
2 lb-ci p 
_p2 d(b- ) 
2p2ord( b) + 1 
 
= 1 _ a n2(ord(b-c)-ord(a-b)) 	 (2) 2 r 
Por el teorema 3 2 ord(b — c)— ord(a — b) < O as: pues podemos escnbir 
1 
cos e = 1 — 1-31, > 0 
donde k = —2(ord(b — c)— ord(a — b)) > 0 Así 2 <cos o  < 1 
Notemos algunas consecuencias especiales Si k = O tenemos O = 113 en ambos casos 
Caso 1 y Caso 2 Cuando k aumenta tenemos en el caso[1] que O se aproxima a 712 
zr  
pero nunca a —
z 
pues cos 1 > O para todo k 2p 
En el caso 2 cuando k aumenta, O se aproxima a cero pero no se anula, pues 
1 — r-pla < O para todo k 
La siguiente proposición muestra que dado cualquier entero positivo/ y cualquier par 
de puntos a y c en Qp , podemos hallar un tercer punto b E Qp tal que 
ord(b — c)— ord(a — b) = —I 
1 Así también que para cualquier entero) existe ab cE Q p tal que coso = 1 — 
para que estos ángulos existan 
Proposición 3 1 Dado un entero) a c E Qp a * c podemos escoger b E Qp tal que 
1 Aabc cumple la — bi p < la — cl p la — cl p = lb — cl p y cos(cabc) = 1— 2i, 2k 
Demostración Sea) un entero positivo Sea a c E Qp con a — c = pad ord(d) = 0 
ya EZ Escojamos /3 = a + / y sea b = pi? + a Entonces 
ord(b — a) = ord(pP) = fi 
Como II <a tenemos que pro < p y así la — bl p < la — cl,, Resolviendo 
a — c = riel para c 
Tenemos que 
ord(b — c) = ord (213 + a — (pa d)) = ord(pP + pa d) k min(a In = a 
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de manera que a < f? Entonces ard(b — c) = ord(a — c) Así ¡a — d i, = lb — ch, 
Finalmente or d(b — c) — ord(a — b) = a — p = a — (a + j) = —I y asi por (2) 
1 
cos(cabc) = 1 — )2i 
Observación En secciones previas probamos que las distancias en Qp no son 
aditivas (corolario 3 I ) Esto también se extiende para los ángulos en Qp 
Para estos resultados surge la intención de preguntarnos sobre la 
comparación de algunas propiedades de la geometria euclidiana respecto a la 
geometría p alca, tales dudas la ilustraremos la siguientes proposiciones 
Proposición 3 2 Los ángulos intenores de un triángulo suman 180° 
Demostración Consideremos el triángulo AABC 
c 
A B 
Por el teorema 3 1 los lados ay b son Iguales, luego por la ley del coseno 
a2 = 62 + c 2 — 2bc cos B i 
b 2 = b 2 + c 2 — 2bc cos Bi 
c2 — 2bc cos Bi = O 
c2 	 c 
cos Bi = — 	 cos Bi = — 
2bc 	 26 
Bi = arccos F
C ) 
2b) 
de manera análoga 
82 = arccos (—c \ 
26) 
C2 	 2b2 -C 2 
luego para c 2 = 2b2 —2b 2 cos 03 COS 63 = 1 — —2b2 = b2 
(2b2 — c 2 \ 
83 = arccos 
26 2 ) 
e 	 2b 2-e2 
entonces el + 02 + 03 = 2 arccos ( 2/2) 4- arccos (--b2 
) 
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Consideremos la siguiente función 
f (x) = 2 arccos I) + arccos ( ,2 x2 ) para x E [O 6] 
	
f (x) = 2 ( 9 ) + 	
x 
(- I37)  
ili:V2. 	 x2 2 
-1 	 x Wi  f (x) - 	 + 	  
iF±i  X 2 X4 4 "til — 41-7 
-2 x Fi2  f (x) = 	 + 	  
V 4.1-7:c2 j4b2 x2 _ x4 
-41-4-30 
-2 	 x tir  
	
f (x) - 	 +  	
Ihrii J4b2x2 _x4 
2 b2 
x 26 
- 2 	 P r  f (x) = 	  
V rx2 
+ 
1 x2 (46 2 - x2 ) 
x 262 
-2 	 ST M  f (x) = 	 + 
Vr. x2 2o.r. 3c2 
- 2 	 2 
	
+ 	 = f (x) = 	 O 
;Ir- x2 .1717- 2- 
entonces f es constante y 
26 2 -6 2 f (0) = 7T y f (b) = 2 arccos (--2b) + arccos 	 )  
1 f (b) = 2 arccos (
2
-) + arccos (1) 
 2 
1 f (b) = 3 arccos (-) = ir 
2 
de esto resulta que 
2b 2-x2 2 arccos (L) + arccos ( ti2 ) = ir es un identidad, es decir 26 
que 
2 arccos (-
26)  + arccos 
(262 - 
2b2 
c2) 
 - 
lo que finalmente prueba que 
+ 02 + 03 = IT 
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3 2 Polígonos en Qp 
Después de hacer un estudio sobre los triángulos en Qp nos preguntamos 
naturalmente sobre la forma y posibilidades de construccion de los polígonos regulares o 
n ágonos con n > 3 en QP 
En este capítulo desarrollaremos las propiedades para la cuales se da la posibilidad de 
construcción de polígonos en Qp 
Definición 3.2 Un polígono regular de n lados es un conjunto de n puntos a l a2 	 ay, los 
cuales llamaremos vértices, tales que la, — a 1 + 11,2 = jai + 1— a1 + 21 p para todo t 
1 5 t 	 n entendiendo que a ta + 1 = a / 
Para p 3 podemos construir un poligono n ágonos regular p Mico para cualquier n 1» 3 
Por Ejemplo tomamos los puntos 0 1 2 3 4 en orden y suponemos que p = 3 Entonces 
como se muestra en la figura, 
10 — ll p = 11 — 21 p = 12 — 31 p = 13 —41 p = 14 — 11 p = 1 
4 
Figura 3 
Esta construcción trabaja para cualquier n salvo en el caso de que el punto n — 1 es un 
multiplo de p haciendo lan — al 1 p > lai — a2 1 p = 1 En este caso el arreglo de los 
vértices es 01 n— 3n— 1 n— 2 Como p 3 todos los lados son de longitudes 
1 como lo apreciamos antenormente 
Para p = 2 esta condición funciona sólo la mitad de las veces Ya sabemos que triángulos 
equiláteros no existen para p = 2 Ahora probaremos que este resultado es parte de un 
comportamiento más general 
Teorema 3 4 2 Micos polígonos regulares de n lados existen si y sólo si n es par 
Demostración Sea p = 2 y G un polígono regular 2 Mico de n lados con longitud 2 -N 
donde N E Z es un entero 
Sean al a2 	 an en los vértices of G Escribimos la expansión binaria de ai de la forma 
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III 
= ast 2xi + ai(xi") + ai(xi+2)2 11+2 + 
para x E Z Por nuestra suposición la 
- aj±il = 2 -N para 1Sisn 
As' el primer término en la expansión binaria de 64 difiere de la expansión de a 
en el N-éstmo término 
Posiblemente sus expansiones son las mismas para un número finito de términos pero estos 
se cancelan cuando tomamos la diferencia la, - a1±1 1= 2 -N I pues los tuncos coeficientes 
posibles de las potencias de 2 son O y I 
Además a1±1 debe difenr de ni en el N - ésuno término de otra forma 
lai - aiti l < 2 -N 
Así as, = afin para todo j cuando m < N y  as * aN± 
Si enumeramos los a llamando a la suma de los primeros N - 1 términos A vemos más 
claro el patrón Supongamos que a,N = 1 
ai = A + 1 2-N+ 
ai" = A + O 2-N + 
a1+2 = A +1 2-N + 
a,+3 = A + O 2-N + 
Asi aii(i_ i) = A + O 2"+ 	 sinespar Perosinesimpar 
la, - auf(„_ 1)1 = 10 2 -N b 2-N+1 + b 2 -N+2 	 <2N 
Donde b e (0 I ) Así G no sería un polígono regular p ádico de n lados Por lo tanto n 
tiene que ser par 
Recíprocamente podemos construir 2 Mico polígonos regulares de n lados para n par 
usando los puntos 0 1 2 	 ni - 1 como se mostró previamente Cuando m - 1 es 
impar d2 (O m- 1) = 10 - m - ll p = 1 y todos los otros lados tienen longitud I 
Vemos que podemos usualmente construir polígonos regulares p-ádicos Sin embargo dado 
una colección arbitrana de k puntos en Qp es posible que ningun subconjunto de esta 
colección formen un poligono regular p-ádico 
Ejemplo 21 Supongamos que están dados el conjunto de k puntos 
S = (1 2 p + 2 + p2 2 pk-2 + 2) 
Entonces como ord(a - b) = nan(ord(a) ord(b)) para ord(a) * ord(b) no es 
dificil verificar todos los posibles valores de los lados entre puntos de S 
Para s E S tenemos 
11 - si = 1 s * 1 
lp + 2 - si = s * 1 p + 2 
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139 2 + 2 - si = —p12 s * 1 p + 2 p 2 + 2 
1 
lpk-2 + 2 - 21 = - 
Pk 
Así no existen polígonos regulares p-ádicos con 1 como uno de sus vértices pues 
ningun par de vértices distintos de 1 tienen un lado de igual longitud a los lados que contienen 
a I como vértice 
Podemos argumentar similarmente para todos los otros vértices Por lo tanto no existen 
polígonos regulares p-ildicos formados por subconjuntos de S Esto es ilustrado para p = 2 y 
k = 5 en la siguiente figura. 
Figura 4 
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4 Biografía de Kurt Hensel y Surgimiento de los Numeros y-timos 
Kurt Hensel nació en Prusia Onental en la ciudad entonces llamada Korugsberg Su 
padre Sebastián Hensel fue un terrateniente en el momento en que nació Kurt, pero 
más tarde se trasladó a Berlin conviniéndose en director de una empresa de 
construcción 
Mientras que la familia vivía en Katugsberg Hensel no asistío a la escuela, pero se educó 
en casa de sus padres hasta la edad de nueve años Después la familia se mudó a Berlm, 
y alli Hensel asistio a Fnednch Wilhelm Gymnasium y en el cual recibe una formación 
en Matematica por parte del profesor K H Schellbach Schellbach fue un destacado 
profesor de Matematica, inspirador para el joven Hensel además de dotarlo con solidos 
conocimientos técnicos en la rama. Hubo sin duda alguna una gran influencia, que 
cuando finaliza la escuela secundaria, el tema que quería estudiar en la universidad fue de 
las matemáticas 
Los estudiantes alemanes de este tiempo no elegían una umca wuversidad para estudiar 
sino que se desplazaban en tomo a la muestra en vanos cursos de diferentes instituciones 
Y Hensel estudió en Berlín y Bonn 
Entre sus maestros se destacan Rudolf bpschitz, Karl Weierstrass Carl W Borchardt, 
Gustav ICuthhoff Hennann Helmholtz y Leopold Kronecker Kronecker que fue la 
mayor influencia sobre Hensel y dirigió su estudios de doctorado en la Umversidad de 
Berlín Hensel presentó su tesis Arahmensche Untersuchungen uber Askrtminaten und 
ihre ausserwesenthchen Teiler en la Universidad de Berlín en el año 1884 Además 
presentó su habilitación, y asi convertirse en un profesor de esta misma Universidad, en 
el año 1886 
Dedicó muchos años a la publicación de las obras de su mentor ICronecker De hecho 
publico cincos volumenes de la obra de Kronecker entre los años 1895 y 1930 Entre 
estos Vorlesungen uber Zahlentheone (1901) y Vorlesungen uber die Theone der 
Determinanten (1903) Además Hensel escribió un elogio para Eduard Kurnmer 
Gedachtmssrede auf de Ernst Eduard Kummel a pesar que esta relacion fue algo 
distante 
Hensel siguió el trabajo de su director de tesis Kronecker en el desarrollo de la aritmética 
de cuerpos numéricos algebraicos En 1897 el método de Weierstrass de para el 
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desarrollo de funciones algebraicas en senes de potencia, lo llevó a la invencion de los 
numeros p-aclicos Hensel estaba interesado en determinar la potencia exacta de un 
numero primo que divide el discninmante de un cuerpo numérico algebraico 
Ullnch señala' 
Durante la ultima década del siglo 19 Kurt Hensel comenzo sus investigaciones en los 
numeros p adzcos Fue motivado por las analogzas entre los cuerpos de numéricos y el 
cuerpo de funciones por ejemplo mediante la observacion de que los numeros primos p 
y los factores lineal z-c desempeñan funciones similares en estas teorzas Este hecho ya 
se habza señalado en los am culos de Kronecker (el cual superviso a Hensel en su tesis 
doctoral) de Rzchard Dedekmd y Heinrich Weber que hablan sido publicados en 1881 y 
1882 respectivamente en el documento de Kronecker sobre la base de un manuscrito 
medito del año1858 
Para Hensel esta invención le condujo al desarrollo del concepto de un cuerpo con la 
valoración, el cual ha tenido una gran influencia en las matemáticas futuras Fue capaz 
de usar sus métodos para demostrar muchos resultados en la teona de formas cuadráticas 
y la Teona de Numeros Algunos documentos incluidos en su publicación son Zur 
Theorie der algebrazschen Functionen emer Veranderhchen und der Abel schen 
Integrale (1901) Uber die Entwickelung der algebrazschen Zahlen in Potenzreihen 
(1901) Eme neue Theorze der algebraischen Zahlen (1918) y Eme Neue Begrundung 
der arithmetischen Theorie der algebraischen Funlawnen emer Variablen (1919) 
El primer libro que escribió Hensel fue una colaboración conjunta con Georg Landsberg 
Titulado Theone der algebratschen Funktionen ezner Variablen und ihre Anwendung auf 
algebrazsche Kurven und Abelsche Integrale que fue publicada por Teubner en Leipzig 
en 1902 Fue reeditado por el Chelsea Publishing Company de Nueva York en 1965 
Otro libro de gran importancia de Hensel es Theorze der algebraischen Zahlen publicado 
en 1908 Fue en este libro que él desarrolló su gran idea de numeros p áticos de forma 
sistemática. El siguió desarrollando su teona en Zahlentheorie otro libro publicado en 
1913 En estos dos libros es donde demostró el poder de la aplicación de los p adicos un 
método para la teoría de la divisibilidad en los cuerpos de numeros algebraicos No sólo 
la expresión de enteros p cíclicos es debido a Hensel también es él quien utiliza la por 
primera vez la expresión Pequeño teorema de Fermat en su libro Zahlentheorze 
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Hensel muno en el verano de 1941 en medio de la Segunda Guerra Mundial Un año 
más tarde su nuera vendió más de un centenar de articulos de su biblioteca matemática a 
Reichs—Universitat Estrasburgo 
Pero su legado y aportaciones a la Matemática dieron paso a nuevos horizontes en la 
investigación matemática, a nuevas teonas y a aplicaciones en distintas áreas de las 
ciencias 
4 1 Importancia de los numeros p átlicos en la actualidad 
El manejo y la utilización de los numeros p ádicos entraña una dificultad mayor 
obviamente que el uso de los numeros reales no obstante es posible el desarrollo de un 
Análisis p ártico con tratamiento de funciones series ecuaciones diferenciales, etc 
situando todos estos temas dentro del cuerpo de los numeros p ádicos no en el cuerpo de 
los numeros reales Los resultados de este análisis p ádico son más sencillos en algunos 
casos que el análisis clásico dentro del cuerpo de los numeros reales 
¿Para qué su-ven los numeros p Micos y el análisis que permiten elaborar .> Para 
utilizarlos se puede hacer intervenir una sola distancia p ádica (un solo pnmo p) o bien 
todas las distancias p ádicas que se puedan detallr en los numeros racionales El interés 
de este segundo enfoque estriba en la obtención de una fórmula que relaciona a todos los 
valores absolutos p ádicos de un numero racional con el valor absoluto clásico de dicho 
numero Es decir si x E Q — (O} 
1-1 IXI = — 
P 	 IXI 
p primo 
donde es claro que el producto antenor es finito 
(se demuestra mediante descomposición de los enteros m y n en sus factores primos) 
Combmando estos enfoques pueden obtenerse resultados expresables de la manera 
clásica, esto es sin que intervengan expresiones p ádicas En esto parece ser que reside la 
utilidad fundamental de estos numeros Un ejemplo notable señalado en el articulo de 
Daniel Barsky y Gines Chnstol utilizado como ya se ha dicho para construir este 
trabajo es la demostración del Teorema de Fermat, culminada por el profesor Andrew 
Wiles de Pnnceton 
'No existen enteros positivos, no nulos a b c tales que an + bn = cn si n > 2 
39 
Los numeros p Micos intervienen no solo en Matemáticas pura, sino también tienen un 
papel central dentro de algunos campos de la Fisica La propiedad uhramétrica de la 
distancia p ádica proporciona un ejemplo de estructura arborescente utilizable en la 
descripción de algunos procesos físicos 
a) El estudio teonco de las propiedades termodmanucas de los vidrios de spín 
(materiales desordenados que contienen particulas imantadas cuya onentación debe 
ajustarse para muumizar las interacciones magnéticas) la llamada técruca de las 
replicas consiste en considerar n muestras idénticas calcular la energia de meracción 
magnética y hacer tender formalmente en los calculos el entero n a cero En realidad la 
técnica de las réplicas equivale a considerar una serie de enteros que tiende p-ádicamente 
a cero para todos los numeros primos p a la vez 
b) Los fisicos teóricos especulan sobre la estructura del espacio y el tiempo a muy 
pequeña escala. Las leyes de la relatividad general y de la Física cuántica indican que no 
es posible medir longitudes nifenores a la llamada longitud de Planck, del orden de 
10-35 metros La existencia de una distancia mmuna sugiere la posibilidad de que a esa 
escala, la estructura ultima del espacio tiempo pueda describirse no en términos de 
estructura de numeros reales sino en términos de estructura p áchca. 
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Sobre una nueva fundamentacion de la Teoria 
de Numeros Algebraicos 
Por Kurt Hensel 
Jahresbencht der deutschen Mathematiker Veremigung 
6, 83-88 1897 
Traducido por Jaime J Gutierrez 
9 de agosto de 2008 
La analogia entre los resultados de la eona de funciones algebraicas de una 
variable y la Teona de numeras algebraicos me ha llevado a pensar desde 
hace algunos anos en reemplazar la separacion de numeras algebraicos con 
la ayuda de factores pnmos ideales por un tratamiento mas simple el cual 
se corresponde totalmente con el desarrollo de funciones algebraicas en serie 
de potencias en una vencmdad de un punto arbitrario 
El fundamento de esta nueva teoría radica en el siguiente teorema 
Sea 
f ( z) = crox. ± al e
- i + + an = ao (x — xi) (x — x n) = O 
una ecuacion entera arbitrarfia de grado n entonces toda fuman racional 
X = cp(x) satisface igualmente una ecuacion entera F(X) = O de igual grado 
Consideremos una tal ecuacion como congruencia para una alta potencia pm 
de un numero real pruno como modulo ( por ejemplo M = 10000 ) entonces 
se cumple el siguiente teorema 
La congruencia 
F(X) -.E O (mod pm ) 
posee tantas soluciones como su grado cuan grande sea el exponente M y 
cada raiz X1 X2 X.n de la congruencia se puede desarrollar siempre en 
una sene de potencia en las cuales segun potencias crecientes de p a lo mas 
cantidad finita de terminas iniciales poseen exponentes negativos 
1 
En general todos esos desarrollos conturuan con potencias positivas de p i e 
se pueden escnbir de la siguiente manera 
X = 	 + + A —_1 + Ao+ Aip+ 	 (1) 
para estos numeras obtiene uno exactamente el mismo desarrollo que para 
una funcion algebraica en una vecindad de un punto regular 
Se excluye para cada cuerpo numenco solo una cantidad limitada de numeras 
primos a saber los divisores del discriminante del cuerpo lo que esencial 
mente es lo mismo aquellos numeros p que estan contenidos simultaneamente 
en el discriminante de todas las ecuaciones F(X) = O I 
Para estos numeras se cada desarrollo continua exactamente como en un pun 
to de ramificacion de una estructura algebraica no segun numeras enteros si 
no como potencias dep con exponentes fraccionarios Sea in = VII una raiz 
d esima de p correctamente escogida entonces se obtiene para cada raiz por 
ejemplo para X1 un desarrollo del tipo 
A—h 	 A-1 
= —h + + — + Ao Avri + 	 (2) 
7r, 	 7ri 
Si ademas ir2 
	
7rd son las ralees d esimas de p conjugadas de in entonces 
coinciden los siguientes desarrollos 
_1 
	
X =+ + — + Ao + 	 + 	 (I = 2 d) 	 (3) ir 	 ir 
con d de las n ralees conjugadas de F(X) O Cada uno de los d desar 
rollos depende exactamente de la misma forma como las d ramificaciones 
de una funcion algebraica en una vecindad de un punto de ramificacion Vd 
de (d —1 esimo orden Se acostumnbra llamar a esos numeras pnmos como 
numeros de ranufiacion Mientras que el resultado coincide al pie de la letra 
con los terminas correspondientes para funciones algebraicas se deben con 
siderar dos observaciones a traves de las cuales la Antmetica supenor de 
cada teona se distingue de la otra 
En los desarrollos de numeras algebraicos (1) y (2) los coeficientes A no 
1 Para esta segunda caractenzacion uno omite en cada cuerpo los numeros excep-
cionales los llamados divisores enmares esenciales del discnminante tales numeras los 
determine en MI tesis doctoral 
2 
pueden ser escogidos arbitrariamente comoo es el caso de la Teona de fun 
nones mas aun ellos pertenecen para cada uno de los desarrollos conjugados 
a cuerpos algebraicamente simples Para una raiz determinada por ejemplo 
XI son A -h AO Al todos de la forma 
A = ao + al oa + + ak_ l at-1 
donde al es una de las k ralees de una ecuacion irreducible modulo p 
(p(a) = ak + biak-1 + + bk = (a - al) (a - ak) = O 
y los coeficientes ao a 1 	 ak_ i pueden tomar los valores 0 1 	 p - 1 
Si uno sustituye en una raiz X en (1) o en (2) en todo los coeficientes A (a 1 ) 
el numero algebraico cr i de la sene por sus conjugados 2(2 	 7rk obtenemos 
k desarrollos los cuales por ejemplo para (1) tienen la forma 
x (9) _ A-h(ag) 	 A-1(a9) 
 + A0(a9) + 	 (g = 1 2 	 k) 
Ph 
Para cada raiz ( o para cada pnmo de ramificacion p para cada ciclo de 
ralees) pertenecen tambien otras k ralees las cuales yo llamare ralees ligadas 
o ciclos de las cuales podemos obtenerlas todad a partir de una de ellas 
cuando se sustituyen todos los coeficientes por sus conjugados 
La segunda diferencia fundamental entres ambas teonas resulta de la sigu 
lente observa,cion Para un punto de rarmficacion Vd las d ralees conjugadas 
de p que se obtienen a traves de los d desarrollos (3) son en general las 
ralees de la ecuacion pura 
<PM = 1rd - P = O 
Es decir ellos se diferencia aqua como en la otra teorm =cemente a traves 
de las d unidades circulares 1 tv 	 Wd-1 si suponemos2 
27r 
w = cos (—
d 
+ sen (-27r) 
2 En realidad cada ecuación pura es de la forma 
W(iT) = Trd — CP = 
donde c es un numero fijo del cuerpo K (ni)  no divisible por p Como esto es wrevelante 
para las conclusiones que obtenemos en esta corta presentacion hemos decido obviar esta 
situamon 
3 
Solo ocurre una excepcmn en el caso muy especial en que la cantidad d de 
ralees conjugada (3) de un punto de ramificacion sea divisible por el numero 
primo pconsiderado Esto es un caso que solo puede presentarse para divisores 
muy especiales del chscnminate del cuerpo a saber solo para aquellos que 
son menores o iguales a n Mientras que estos numeros han presentado a 
la Ciencia las mas grandes dificultades aun no superadas y el hecho de 
que aqui tamblen el desarrollo de las ralees en esencia es el mismo como 
en el punto de ranuficamon acostumbrado que tambien estas dificultades 
no ocurren aqui en lo absoluto me parece una pruba de la justificacion y 
necesidad de esta teona En este caso los numeros ir 1 7 d pueden ser las 
ralees conjugadas de una ecuacion no pura de gardo d. 
IP(r) = d Ped-1  d-1 ±Ped-2 d 2 + 	 pf° = O 
cuyos coeficientes son numeros enteros divisibles por p y el termino constante 
pco contiene a este primo solo una ve? Tamben en este caso se diferencian los 
numeros ir yrp solo por unidades pero esta vez no por unidades circulares 
De heho sea 
7r = LO (TI 
entonces co satisface la ecuacion 
d pl./7n 	 d-i 	 d-2 , 
-r y p- Ed-ico 	 -r 	 cd-2£0 	 -r 	 co = O 
es decir w es unentero algebanco que no contiene a su norma peo es decir 
una unidad para p Segun los numeros conjugados ir' ird para un pun 
to de ramificacion Vd satisfagan una ecuacion pura o no pura de grado d 
llamare al punto Vd un punto de ramificacion de primera clase o de segunda 
clase 
Todo estos teoremas pueden ser fundamentados como apareceran proxuna 
mente en Mathematische Annalen con medios muy simples y totalmente 
independientes de la Teona de ideales Ahora presentamos brevemente la 
relacion entre esta teona con la Teona de ideales 
A cada uno de los n desarrollos conjugados X 1 X2 	 X n de una funcion al 
gebraica X = w(x) modulo pm se le puede exactamente como en la Teona de 
funciones algebraicas asignar urnvocamente un estado (p x 1 ) (p x n ) de 
la correspondiente estructura algebraica Un tal estado es regular o singular 
segun el correspondiente desarrollo de todas las funciones X = w(x) modulo 
pm se obtienen por potencias enteras o fraccionarias de p y es su:guiar o de 
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ranufiacarion de primera o segunda clase segun el correspondiente numero ir 
satisfaga una ecuacion pura o no pura ?P(ir) = O Un numero dado X posee 
en el estado (p x) un cero de orden p cuando el desarrollo de X comienza 
justo con la potencia A ppP (respectivamente A p7rP) y tiene un polo de orden 
p cuando el desarrollo 'rucia con o con tt2 Segun estas defunciones la 
relaman entre ambas teonas puede ser formulada de la siguiente manera 
Sea p un numero pnmo dado y P un factor primo ideal de p en uno de los n 
cuerpos conjugados digamos K(ct i ) entonces se le asocia en este un estado 
(p x) de tal forma que un numero algebraico X es divisible por PP si y solo 
si X posee en el correspondiente estado un cero de orden p y contiene a P-P 
si X posee un polo de orden p El divisor primo P es de graqo k ( es decir 
N m(P) si al estado (p x) pertenecen -xRetarnente k estados hgados 
y p es divisible por Pd cuando el correspondiente estado (p x) pertenece a 
un punto de ramifiacacion de orden d — 1 qu epuede ser de primera o de 
segunda clase 
En otros dos trabajos' los principios aqui explicados son utilizados en la 
solucion de algunas problemas cuyas soliciones no han podido ser todavia 
obtenidas con la ayuda de la Teona de Ideales 
3Sobre la determinación del determinante de un cuerpo algebraico 
Sobre la ecuacion fundamental y los divisores esencialmente extenores del discnmmante 
de un cuerpo algebraico Gottinger Nachnten y 3 1897 Heft 3 
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5 Conclusiones 
Del trabajo realizado podemos formular las siguientes conclusiones 
1 Con la completacion de Q a Qp nos permite obtener una familia numerable de 
cuerpos esto es para cada p (primo) Con cualidades semejantes con el cuerpo 
de los numeros reales esto nos sugiere indagar sobre que propiedades son 
heredadas por esta completación y que otras no se podrán generalizar a este 
nuevo cuerpo de numeros llamados p Micos 
2 A través de la ultranorma o norma p ádica (norma no arquimediana) los 
conceptos de distancia no son precisamente un concepto de medición de 
magrutud, sino mas bien un concepto de medición de divisibilidad de las 
magnitudes de los numeros 
3 El análisis sobre los numeros p ádicos en muchos de los casos simplifica de 
manera considerable los resultados a comparación con los numeros reales 
4 La representacion de la expansión de un numero p Mico es uatca, en controversia 
a la representación de los numeros reales 
5 La operaciones antmética con los numeros p Micos presenta mucho más 
complejidad, debido a su dependencia de los coeficientes en su desarrollo 
p ádico 
6 La geometna sobre Qp presenta resultados en algunos de los casos muy similares 
de la geometna euclidiana, mientras que en otros debemos considerar grandes 
variantes debido a su métrica o norma. 
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6 Recomendaciones 
Al finalizar este trabajo quedan un sumumero de interrogantes por resolver De las 
distintas direcciones posibles en las cuales se podrian onentar finuras investigaciones es 
interesante resaltar las siguientes 
1 Desarrollar un trabajo similar con un enfoque netamente didáctico en las 
propiedades aritméticas de los numeros p &Ecos y su mcorporación a los 
procesos de enseñanza aprendizaje 
2 Desarrollar y profundizar sobre las propiedades geométricas que nos brinda este 
cuerpo en otros temas tales como en las circunferencias las areas el paralelismo 
y la semejanza, entre otros 
3 Desarrollar un trabajo relacionado con la topologia de Qp 
4 Desarrollo y creacion de una propuesta cumcular ante el Departamento de 
Matemática para la incorporación de los cursos de teoría de numeros para la 
Licenciatura de matemática, donde contemplen la introducción de los numeros 
p ádicos 
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